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1 绪论

1. 经典物理学的困难:

(a) 动量-能量关系: E =
√
m2

0c
4 + c2p2;

(b) 相对论质能关系: E = m0c
2√

1− v2

c2

;

(c) Wien law: ρvdv = bv3e−
av
T dv;

(d) Rayleigh-Jeans law:ρvdv = 8πv3

c3
kBTdv, kB−Boltzmann constant;

2. Planck假设:

(a) 构成黑体的原子的性能和谐振子一样,以给定的频率振荡;

(b) 黑体辐射空腔中振子的振动能量并不像经典理论所主张的那样和

振幅平方成正比呈连续变化, 而是和振子的频率成正比并且只能

取分立值;

(c) Planck law: ρvdv = 8πhv3

c3
1

e
hv
kbT −1

dv;

(d) Planck constant: h = 6.62559× 10−34J⋅s;

3. 爱因斯坦关系:

(a) E = hv = h̄ω;

(b) p⃗ = E
c
n⃗ = h̄k⃗, h̄ = h

2π
= 1.054× 10−34J · s;

4. 德布罗意关系: ω = E
h̄
, k� = p⃗

h̄
;

5. 原子结构的波尔理论:

(a) 氢原子光谱: v = RHc
(

1
m2 − 1

n2

)
, n > m,RH = 1.09677576 ×

107m−1;

(b) 波尔假设:

i. 电子在原子中只能在某些特定的轨道上运动;

ii. 处于定态的电子的角动量必须是 h̄ = h
2π
的整数倍;

iii. 电子可以由一个定态跃迁到另一个定态,产生辐射的吸收或发

射;

6. 经典与量子的界限:
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(a) 若在所研究的问题中能够认为 h → 0,则波和粒子便截然分开,波

粒二象性现象可以忽略;

(b) 若 h在其中起重要作用,则认为是量子现象;

2 波函数和 Schrodinger方程 (作业: 20230309)

1. 波函数的统计解释:

(a) 单色平面物质波 (自由粒子): Ψ = Aei
p⃗·r⃗−Et

h̄ ,非自由情况 Ψ(r⃗, t);

(b) 波函数的物理意义:

i. 物质波不是由粒子组成的 (单电子衍射实验);

ii. 微观粒子不是由波构成的;

• 波函数的几率诠释: 描写粒子状态的波函数是几率波,反应在空间

某处找到粒子的概率大小, dW (r⃗, t) = |Ψ(r⃗, t)| 2dτ = w(r⃗, t)dτ =

Ψ∗Ψdτ ;

(a) w表示在 r⃗附近单位体积内找到粒子的概率;

(b) 波函数也被称为概率幅;

(a) 波函数的性质:

i. 常因子不定性: 波函数乘一个常数,不改变空间各点找到粒子

的概率,即不改变波函数所描写的状态,
∣∣∣Ψ(r⃗1,t)
Ψ(r⃗2,t)

∣∣∣2 = ∣∣∣CΨ(r⃗1,t)
CΨ(r⃗2,t)

∣∣∣2;
ii. 归一化条件:

∫
|Ψ|2dτ = 1;

A. 若波函数的绝对值的平方在全空间不可积,则称这样的波

函数不对应真实的物理状态;

B. 自由粒子的波函数不满足平方可积,单可归一化为 δ(x⃗) =
1

(2πh̄)3

∫∞
−∞ e

i
h̄
x⃗·r⃗dr⃗函数. 自由粒子是真实的物理状态,因此

自由粒子不同于平面波;

iii. 相因子不确定性: |eiδΨ|2 = |Ψ|2;

(b) 波函数的标准条件:

i. 有限性: 满足对整个空间的平方可积,以使波函数可以归一化;

ii. 单值性: 概率密度 (波函数)在空间某一处只能取一个固定值,

即波函数必须是单值函数;
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iii. 连续性: 波函数在整个空间必须是连续性;

(c) 态叠加原理: 若 Ψi 是体系的一系列可能状态, 这些态的线性叠加

Ψ =
∑

i ciΨi. ci 为粒子在动量空间的波函数, 是波函数的傅立叶

变换;

i. 坐标空间的波函数描述粒子 t时刻出现在 r⃗处的概率密度;

ii. 动量空间的波函数描述粒子 t时刻具有动量 p⃗的概率密度;

2. Schrodinger方程 (波函数随时间变化的规律):

(a) 方程建立: 注意, Schrodinger 方程具有公理性, 这里只是建立该方

程,并非推导;

由自由粒子的波函数: Ψ(r⃗, t) = Ae
i
h̄
(p⃗·r⃗−Et) 分别对时间求一阶微

分和对时间求二阶微分得: ∂
∂t
Ψ = − i

h̄
EΨ

∂2

∂x2Ψ = −Ap2x
h̄2 e

i
h̄
(p⃗·r⃗−Et) = −p2x

h̄2 Ψ ⇒ ∇⃗2Ψ = −p2

h̄2Ψ

由 E = p2

2m
,得: ih̄∂Ψ

∂t
= − h̄2

2m
∇⃗2Ψ.

由

EΨ = ih̄ ∂
∂t

(p⃗ · p⃗)Ψ = (−ih̄∇⃗) · (−ih̄∇⃗)Ψ
,得:

E → ih̄ ∂
∂t

p⃗→ −ih̄∇⃗
.

由哈密顿方程 E = p2

2m
+ U(r⃗),两边积分得: ih̄ ∂

∂t
Ψ = [− h̄2

2m
∇⃗2 +

U(r⃗)]Ψ.

(b) 薛定谔方程: ih̄ ∂
∂t
Ψ(r⃗, t) = [− h̄2

2m
∇⃗2 + U(r⃗)]Ψ(r⃗, t);

(c) 一次量子化:

i. 能量算符: E → ih̄ ∂
∂t
;

ii. 动量算符: p⃗→ −ih̄∇⃗;

iii. 哈密顿算符: Ĥ = p̂2

2m
+ U(r⃗);

ih̄ ∂
∂t
Ψ = ĤΨ.

(d) 薛定谔方程的时间与空间坐标处于不同等地位, 不能满足相对论

的协变性. 薛定谔方程是描述微观粒子非相对论性运动的方程;

(e) 量子力学的基本公设: 经典力学中的力学量在量子力学中用相应

的算符表示;

(f) 薛定谔方程的解不一定是归一化的,需要归一化;
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i. 归一化保持: d
dt

∫
∞ |Ψ|2dτ =

∫
∞

d
dt
|Ψ|2dτ = 0, 即满足归一化

的波函数按照薛定谔方程随时间演化依然满足归一化;

ii. 几率守恒定律: ∂
∂t
|Ψ|2 + ∇⃗ · J⃗ = 0;

A. 概率流密度矢量: J⃗ = ih̄
2m

[Ψ∇⃗Ψ∗ − Ψ∗∇⃗Ψ],可由归一化保

持推出;

iii. 质量守恒定律: ∂
∂t
ρm + ∇⃗ · J⃗m = 0;

A. 质量密度: ρm = m|Ψ|2;

B. 质量流密度: J⃗m = mJ⃗ ;

iv. 电荷守恒定律: ∂
∂t
ρq + ∇⃗ · J⃗q = 0;

A. 电荷密度: ρq = q|Ψ|2;

B. 电流密度: J⃗q = qJ⃗ ;

(g) 态叠加原理: 薛定谔方程的解可以是多个波函数的线性组合;

3. 力学量的统计平均值:

(a) 任意物理量算符的期望值: 对于算符 F̂ , 其期望值为: < F̂ >=∫
Ψ∗F̂Ψdτ ;

i. 位置期望值: < r⃗ >=
∫
r⃗|Ψ(r⃗, t)|2dτ =

∫
Ψ∗r⃗Ψdτ ;

ii. 速度期望值: < v⃗ >= d<r⃗>
dt

=
∫
Ψ∗(r⃗, t)[− ih̄

m
∇⃗]Ψ(r⃗, t)dτ ;

A. 边界条件:波函数在无穷远处应该为 0;

iii. 动量期望值: < p⃗ >= m < v⃗ >=
∫
Ψ∗[−ih̄∇⃗]Ψdτ ;

(b) 物理量算符的标准差: σA =

√
< (Â− < A >)2 > =

√
< Â2 > − < A >2,

一般有 < Â2 >≥< A >2;

4. 定态薛定谔方程:

(a) 本征函数的正交性: 对于本征函数 ψn和 ψn,有
∫
ψ∗ψdτ = δmn;

i. 即本征态是哈密顿量所在希尔伯特空间的完备正交归一的基

矢;

(b) 定态薛定谔方程: 哈密顿量不显含时间的薛定谔方程;

求解: ih̄∂Ψ(r⃗,t)
dt

= ĤΨ(r⃗, t)

设: Ψ(r⃗, t) = ψ(r⃗)f(t),则方程变为 ih̄
f
∂f
∂t

= 1
ψ
Ĥψ,即分离为

 ih̄
f
∂f
∂t

= E

Ĥψ = Eψ
;
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由态叠加原理,通解为: Ψ(r⃗, t) =
∞∑
n=1

cnψn(r⃗)e
−iEnt

h̄ , n ∈ N∗;

由本征函数的正交性,两边乘ψm并对全空间积分: cm =
∫
ψ∗
mΨ(r⃗, 0);

i. 由归一化要求:
∞∑
n=1

|cn|2 = 1;

ii. 能量的期望值: < H >=
∞∑
n=1

|cn|2En,能量不显含时间是能量

守恒的体现;

iii. 力学量算符的期望值: < F̂ >=
∞∑
n=1

|cn|2fn;

(c) 广义统计诠释: 当粒子处于由波函数描写的状态时,如果测量粒子

的物理量,所得的结果必然是该物理量算符对应的本征值之一,测

得 fn的概率是 |cn|2. 这个概率表示任意态坍缩到 Ψn的概率;

(d) 束缚态与散射态:

i. 束缚态: 波函数可归一化的物理态,解可由分立的指标 n标记.

即 E < min(V (+∞), V (−∞)),对真实世界 E < 0;

A. 束缚态的能级是分立的,其波函数在无限远处为 0;

ii. 散射态: 波函数不可归一化的物理态 (在无穷远处不为 0),解必

须使用连续指标 k 标记. 即 E > min(V (+∞), V (−∞)),对真

实世界 E > 0;

5. 一维无限深方势阱: V (x) =

0 −a ≤ x ≤ a

∞ x < −a ∪ x > a
,求解定态薛定谔方

程,其能量满足: E = π2n2h̄2

2m(2a)2
, n ∈ N+;

(a) 系统的本征态满足: ψ(r⃗) = A′ sin
(
nπ
2a
(x+ a)

)
=

A sin nπ
2a
x n = 2, 4, 6, ...,

B cos nπ
2a
x n = 1, 3, 5, ...,

, |x| ≤

a;

(b) 归一化因子:A′ = 1√
a
;

(c) 一般解: Ψ(r⃗, t) =
∞∑
n=1

cn
1√
a
sin
(
nπ
2a
(x+ a)

)
e−i

π2n2h̄
8ma2 t;

(d) 量子数: 每一个能级的 n被称为能量量子数;

(e) 基态: 体系能量最低的态被称为基态,在一维无限深方势阱中基态

n = 1;
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(f) 宇称对称性: 本征函数的 n分别取奇数和偶数时,波函数分别是奇

函数和偶函数;

6. 波函数连续条件:

(a) 势函数无限: 波函数连续,波函数的一阶导数不连续;

(b) 势函数有限: 波函数连续,波函数的一阶导数也连续;

7. 一维 δ势阱: V (x) = −αδ(x),有唯一束缚态;

(a) 散射问题: 根据概率流密度矢量守恒,定义透射系数和反射系数求

解;

(b) 一维 δ势垒: V (x) = αδ(x− a), a > 0;

8. 一维有限深方势阱: V (x) =

−V0 |x| < a

0 |a| ≥ a
;

(a) 共振透射:在一维有限高方势垒中,粒子的波长λ = 2π
k2

= h√
2m(E−V0)

时,粒子完全透射而不被势垒反射;

9. 物理系统的对称性:

(a) 奇宇称: ψ(−x) = −ψ(x);

(b) 偶宇称: ψ(−x) = ψ(x);

(c) 对于波函数和算符都可能有对称性;

i. 具有偶宇称势能的系统,具有偶宇称的哈密顿量;

ii. 对于奇宇称势能的系统,系统哈密顿量的宇称不确定;

10. 定态的基本性质:

(a) 如果 ψ = ψ1 +ψ2, ψ1和 ψ2都是实函数,是定态薛定谔方程对应的

能量本征值为 E 的解,则 ψ的实部和虚部都是方程的解;

i. 必要时 (对于厄米的条件),可以全部选择实函数作为定态薛定

谔方程的解;

(b) 对于一维定态薛定谔方程, 如果 ψ1 和 ψ2 是对应某个能量本征

值为 E 的两个线性无关解 (简并态), 则它们的朗斯基行列式满足∣∣∣∣∣ ψ1 ψ2

ψ′
1 ψ′

2

∣∣∣∣∣ = ψ1ψ
′
2 − ψ2ψ

′
1 = constant;
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(c) 对于一维定态薛定谔方程, 与任何一个能量本征值相应的线性独

立解最多有两个,即每个能级最多有两个简并态;

i. 对于确定的能级,一维系统的简并度最多为 2;

(d) 对于一维束缚态,所有能级都是非简并的,而且波函数是实数;

(e) 对于一维束缚定态,如果势能算符为偶宇称,即哈密顿量为偶函数,

则每一个能量本征态 ψE(x)都有确定的宇称性;

i. 置换算符: P̂ 使 P̂ijψ(xj , xi) = ψ(xi, xj),且 P̂ 2
ij = 1;

3 一维问题 (作业: 20230324)

1. 高斯积分:
∫
e−x

2

dx =
√
π;

2. 厄米共轭: 算符 Â的厄米共轭算符 Â†定义为
∫
(Â†f)∗gdx =

∫
f∗Âgdx;

3. 厄米多项式:

(a) 厄米多项式可由母函数 e−ξ
2

生成, Hn(ξ) = (−1)neξ
2 dn

dξn
e−ξ

2

=

[n2 ]∑
k=0

(−1)kn!
k!(−2k)!

(2ξ)n−2k;

(b) 在力学量期望值时, 有以下递推公式: dHn

dξ
= 2nHn−1, Hn+1 −

2ξHn + 2nHn−1 = 0;

(c) 厄米多项式最高幂次为 n,最高幂次项的系数为 2n;

(d) 厄米多项式的正交归一性:
∫∞
−∞ e−ξ

2

Hm(ξ)Hn(ξ)dξ =

0 m ̸= n

2nn!
√
π m = n

;

4. 产生湮灭算符: â± = 1√
2h̄mω

(∓ip̂ +mωx̂),产生湮灭算符是一对厄米共

轭算符;

(a) 产生湮灭算符的作用: â+ψn =
√
n+ 1ψn+1, â−ψn =

√
nψn−1;

(b) 粒子数算符: n̂ = â+â−, h̄ω(â±â∓ ± 1
2
)ψn = Enψn = (n+1)h̄ωψn;

5. 对易式: [Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â;

(a) 正则对易关系: [â−, â+] = 1;

(b) 如果波函数 ψ能满足能量为 E 的薛定谔方程,则 â+ψ满足能量为

E + h̄ω的薛定谔方程 (E + h̄ω)(â+ψ);
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(c) 测不准关系: [x̂, p̂] = ih̄;

6. 一维谐振子:势函数V (x) = 1
2
ω2x2,波函数ψn(ξ) =

√
α√
π2nn!

e−
ξ2

2 Hn(ξ),

ξ =
√

mω
h̄
x = αx;

(a) 谐振子哈密顿量的二次量子化形式: Ĥ = h̄ω(â−â+− 1
2
) = h̄ω(â+â−+

1
2
);

(b) 最低能量 â−ψ0 = 0: ψ0(x) =
(
mω
πh̄

) 1
4 e−

mω
2h̄
x2

;

i. 谐振子零点能: E0 = 1
2
h̄ω, 是量子力学中所特有的纯量子现

象;

(c) 激发过程: ψn(x) = An(â
†)nψ0(x), En = (n+ 1

2
)h̄ω;

i. 谐振子能级差: 1
2
h̄ω;

7. 半谐振子:势函数V (x) =

∞ x < 0

1
2
mω2x2 x > 0

,波函数ψn(ξ) =

0 x < 0√
α√

π22n(2n+1)!
e−

ξ2

2 H2n+1(ξ) x > 0
,

基态能量及能级差 3
2
h̄ω;

8. 三维谐振子: 哈密顿算符 Ĥ = − h̄2

2m
∇⃗2 + 1

2
mω2|r⃗|2;

(a) 如果哈密顿量可以写为 Ĥx+Ĥy+Ĥz ,则ψ(x, y, z) = ψ(x)ψ(y)ψ(z),

E = Ex + Ey + Ez ;

9. δ函数与傅立叶变换的关系: δ(x) =
∫∞
−∞ eikxdx;

10. 自由粒子: 定态薛定谔方程 − h̄2

2m
d2ψ
dx2 = Eψ, 自由粒子的波函数不是平

面波,而是多个平面波的叠加;

(a) 误解: 设 k =
√
2mE
h̄

,解得本征函数 ψ(x) = Aeikx+Be−ikx. 加入时

间指数因子得到定态波函数ψk(x, t) = Aeik(x−
h̄k
2m t)+Be−ik(x+

h̄k
2m t);

i. 这个波函数不可归一化,即单个平面波不是自由微观粒子的真

实状态,在量子力学中不存在一个自由粒子具有确定能量或动

量的事实;

(b) 自由粒子的归一化条件: δ(k − k′) =
∫∞
−∞ ψ∗

k′ψkdx;

(c) 自由粒子含时薛定谔方程的通解可以分解为定态的叠加: ψ(x, t) =
1√
2π

∫∞
−∞ c(k)ei(kx−

Ekt

h̄
)dk. 为了避免波包弥散到全空间,因此 k 的

范围有限;
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i. 若假设 k 只在 k0 附近非零,对色散关系 (ω 对 k 的关系)展开

到一次项 ω(k) ≈ ω0 + ω′
0(k − k0), 对积分变换 s = k − k0,

在 t = 0 时可消去不确定项得到 ψ(x, 0) = 1√
2π

∫∞
−∞ c(s +

k0)e
i(s+k0)xds;

ii. 对比 t ̸= 0的情况,得到 ψ(x, t) ≈ ei(−ω0+koω
′
0)tψ(x− ω′

0t, 0);

(d) 自由粒子波包的群速度: 由 ω = Ek

h̄
= h̄k2

2m
, 群速度就是经典速度

v = dω
dk

= h̄k
m
,相速度 v = ω

k
= h̄k

2m
;

i. 群速度是相速度的一半,自由粒子的经典速度是自由粒子波包

的群速度;

(e) 真实的归一化因子: c(k) =
∫∞
−∞

e−ikx
√
2π
ψ(x, 0)dx;

11. 周期场: 周期场的特征 V (x+ na) = V (x), n = 1, 2, ..., n,定态薛定谔方

程 d2ψ(x)
dx2 + 2m

h̄2 (E − V (x))ψ(x) = 0;

(a) 对薛定谔方程进行变换 x → x + a, 得到 d2ψ(x+a)
dx2 + 2m

h̄2 (E −
V (x))ψ(x+ a) = 0,则 ψ(x)和 ψ(x+ a)都是对应能量 E 的解;

(b) Floquet定理: 在周期势场中,给定能量 E,则薛定谔方程存在这样

的解满足 ψ(x+ a) = λψ(x), λ为常数. 即波函数具有准周期性;

i. 由波函数的标准条件, |λ| = 1, λ = eiKa,K ∈ R, a为晶格常数
(限制 Bloch波数K 在第一布里渊区 −π ≤ Ka ≤ π);

ii. 一维系统的简并度为 2,则 ui(x+ a) =
2∑
ij

cjiuj(x);

(c) Bloch定理:周期场中粒子的本征函数总可以表示为ψ(x) = e−iKxϕk(x).

其中 ϕk(x)是周期函数,周期与周期场相同 ϕk(x + a) = ϕk(x), K

是 Bloch常数 (为实常数);

12. 狄拉克梳: 势场 V (x) = α
N−1∑
j=0

δ(x− ja),能谱方程 cos(Kx) = cos(ka)+

mα
h̄2k

sin(ka);

(a) 对于宏观物体,可以采用周期性边界条件 ψ(x+Na) = ψ(x),其中

N ≈ 1023为阿伏加德罗常数;
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4 力学量算符 (作业: 20230408)

1. 算符: 作用在一个函数上得出另一个函数的运算符号. 设某种运算把函

数 u变成 v,用符号表示为 F̂ u = v;

(a) 算符相等: F̂ u = Ĝu⇒F̂ = Ĝ;

(b) 算符的性质参考半群的性质或矩阵的性质;

i. 逆算符: (F̂ Ĝ)−1 = Ĝ−1F̂−1, 有的算符没有逆算符 (左右逆元

不相等,需要与群区分);

(c) 算符的内积 (标量积): (u, v) =< u|v >=
∫
u∗vdτ = (

∫
uv∗dτ)∗ =

(v, u)∗;

i. 算符的内积满足双线性:

(u, c1v1 + c2v2) = c1(u, v1) + c2(u, v2)

(c1u1 + c2u2, v) = c∗1(u1, v) + c∗2(u2, v)
;

(d) 复共轭算符: F̂ ∗;

i. (F̂ Ĝ)∗ = F̂ ∗Ĝ∗;

(e) 转置算符: ˜̂F ,定义为
∫
u∗F̂ vdτ =

∫ ˜̂
Fu∗vdτ或 (u,

˜̂
Fv) = (v∗, F̂ u∗);

i. ∂̃
∂x

= − ∂
∂x
;

ii. ˜̂FĜ =
˜̂
G

˜̂
F ;

(f) 厄米共轭算符: F̂ †,定义为
∫
u∗F̂ vdτ =

∫
(F̂ †u)∗vdτ 或 (u, F̂ †v) =

(F̂ u, v);

i. F̂ † =
˜̂
F ∗;

ii. (F̂ Ĝ)† = Ĝ†F̂ †

(g) 线性算符: 若 F̂ (c1u1 + c2u2) = c1F̂ u1 + c2F̂ u2,则称 F̂ 是线性算

符;

2. 对易关系判别式: [F̂ , Ĝ] = F̂ Ĝ− ĜF̂ ,算符对易时 [F̂ , Ĝ] = 0. 对易关系

没有传递性;

(a) 反对易判别式: {F̂ , Ĝ} = F̂ Ĝ+ ĜF̂ = 0;

i. 波色子算符满足对易关系,费米子算符满足反对易关系;

3. 算符的函数: F (Â) =
∞∑
n=1

f(n)(0)
n!

Ân,或F (Â, B̂) =
∞∑

n,m=0

f(n,m)(0,0)
n!m!

ÂnB̂m;
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4. 厄米算符: F̂ † = F̂ ;

(a) 两个厄米算符的和仍然是一个厄米算符;

(b) 厄米算符的幂也是厄米算符;

(c) 两个对易算符的积是厄米算符;

5. 力学量的算符: 表示力学量算符都是厄米算符 (量子力学第二基本假定

第一点);

(a) 力学量的算符应该满足态叠加原理,因此必须为一个线性算符;

(b) 力学量算符的测量可能值必须是实数, 即期望值也必须是一个实

数,应该满足 < F >=< F >∗;

6. 厄米算符的性质:

(a) 厄米算符的本征值是一个实数;

(b) 厄米算符的期望值是一个实数;

(c) 一个厄米算符属于不同本征值的本征函数相互正交; 属于同一本

征值而线性无关的本征态可以相互正交;

i. 简并态的正交归一化常用方法: 施密特正交化;

(d) 一个厄米算符的本征函数系是完备的;

i. 完备: 任意波函数都可以用这个厄米算符的线性叠加表示;

7. 广义统计诠释:

(a) 广义统计诠释:

i. 离散谱的广义统计诠释: 如果测量一个处于 Ψ(r⃗, t) 态的粒子

的可观测量 F̂ , 那么其结果一定是厄米算符 F̂ 的本征值中的

一个, 得到本征函数 ψn 对应的本征值 fn 的概率是 |cn(t)|2,
cn(t) =

∫
ψ∗
n(r⃗)Ψ(r⃗, t)dτ . 测量之后,波函数 Ψ(r⃗, t)坍缩到对

应的本征态 ψn上;

A. 因为 |cn(t)|2具有概率的意义,所以
∑
n

|cn(t)|2 = 1;

B. F̂ 的期望值应该是任何可能本征值与本征值出现概率乘

积的求和: < F >=
∑
n

|cn|2fn;
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ii. 连续谱的广义统计诠释: 如果测量一个处于 Ψ(r⃗, t)态的粒子

的可观测量 F̂ , 那么其结果一定是厄米算符 F̂ 的本征值中

的一个, 得到结果在范围 df 的概率是 |c(f, t)|2df , c(f, t) =∫
ψ∗
f (r⃗)Ψ(r⃗, t)dτ . 测量之后, 波函数 Ψ(r⃗, t) 坍缩到对应的本

征态 ψn上;

A. 因为 |c(t)|2具有概率的意义,所以
∫
|c(f, t)|2df = 1;

B. F̂ 的期望值应该是任何可能本征值与本征值出现概率乘

积的求和: < F >=
∫
f |c(f, t)|2df ;

iii. 对于混合谱: 可以分解为离散谱与连续谱的和;

8. 厄米算符之间的对易关系:

(a) 若两个厄米算符 Â和 B̂有完备的共同本征波函数系,则 Â和 B̂一

定对易;

i. 若两个线性厄米算符 Â和 B̂ 对易,则它们必有完备的共同本

征波函数系;

ii. 两个厄米算符 Â和 B̂ 的对易子 iĈ = [Â, B̂]是一个反厄米算

符 (满足 −iĈ† = −iĈ);

A. 如果不对易的厄米算符 Â和 B̂ 的对易子中有 0,则它们有

部分共同本征函数;

(b) 力学量完全集: 确定体系状态的力学量全体;

i. 守恒量完全集: 哈密顿量 Ĥ 不显含时间的情况下,力学量完全

集称为守恒量完全集;

(c) 自由度: 构成完全集的独立力学量的个数;

9. 不确定关系: 海森伯不确定关系 σ2
Aσ

2
B ≥

(
1
2i
< [Â, B̂] >

)2
;

(a) 不对易的力学量一般有反对易关系 [Â, B̂] = ic,或 [Â, B̂]† = −[Â, B̂];

i. 一对不对易算符的客观测量被称为不相容可观测量;

(b) 不确定关系也可以写为 σAσB ≥
∣∣∣ 12i < [Â, B̂] >

∣∣∣,不确定关系的下
限被称为最小不确定性;

i. 坐标与动量满足 [x, px] = ih̄,即 σxσpx ≥ h̄
2
;

ii. 能量与时间也满足 [∆E,∆t] = ih̄;
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(c) 对于不对易的 Â和 B̂([Â, B̂] ̸= 0),无法同时唯一严格地确定它们

的本征值;

10. 坐标算符: 坐标算符 x̂的本征值是 ψx′(x) = δ(x− x′);

11. 动量算符: 动量算符 p̂x的本征态是平面波 ψ(x) = 1√
2πh̄

e
i
h̄
pxx,本征值是

px;

12. 角动量算符: 轨道角动量算符 ˆ⃗
L = ˆ⃗r × ˆ⃗p, 轨道角动量力学量的完全集

{H,L2, Lz};

(a) 角动量的分量彼此简并,但是 [L̂2, L̂x] = [L̂2, L̂y] = [L̂2, L̂z] = 0;

(b) 球坐标下的分量:

i. 角动量的平方算符: L̂2 = −h̄
[

1
sin θ

∂
∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+ 1

sin2 θ
∂2

∂φ2

]
;

ii. 角动量的 z分量算符: L̂z = −ih̄ ∂
∂φ

;

iii. 共同的本征函数: 球谐函数 Ylm(θ, φ) = NlmP
m
l (cos θ)eimφ,其

中 Nlm = (−1)m
√

(2l+1)(l−|m|)!
4π(l+|m|)! ,当m < 0时, (−1)m项取为 1;

A. 勒让德多项式: Pl(x) = 1
2ll!

dl

dxl (x
2 − 1)l;

B. 连带勒让德多项式: P lm(x) =
√
1− x2

m dm

dxmPl(x);

C. 球谐函数的正交归一性:
∫ 1

−1
P

|m|
l (ξ)P

|m|
l′ (ξ)dξ = (l+|m|)!

(l−|m|)!
2

2l+1
δll′ ;

(c) 角动量升降阶算符: L̂± = L̂x ± iL̂y ;

(d) 如果 Y 是 L̂2 和 L̂z 的共同本征函数, 那么 L̂±Y 一定是 L̂2 和 L̂z

的共同本征函数;

i. L2Ylm = l(l + 1)h̄
2
Ylm, LzYlm = mh̄Ylm;

13. 量子力学的几个绘景: 物理上可观测的物理量不会因为采用的绘景不

同而改变;

(a) 薛定谔绘景: 体系的状态矢量即波函数随时间的演化;

i. 波函数遵从薛定谔方程: ih̄ ∂
∂t
Ψ(r⃗, t) = ĤΨ(r⃗, t);

ii. 时间演化算符: Û(t) = e−i
Ĥ
h̄
t, 作用在波函数上使之随时间演

化;

A. 时间演化算符是幺正的: Û †(t) = Û−1(t) = ei
Ĥ
h̄
t;

iii. 波函数的一般解: Ψ(r⃗, t) =
∑
n

cne
−iEn

h̄
tψn(r⃗) = e−i

Ĥ
h̄
tΨ(r⃗, 0) =

Û(t)Ψ(r⃗, 0) (利用本征方程);
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(b) 海森堡绘景: 波函数并不随时间演化,体系的状态矢量即算符随时

间的演化;

i. 力学量的期望值: < F >=
∫
Ψ∗F̂Ψdτ =

∫
[ÛΨ]∗F̂ ÛΨdτ =∫

Ψ∗Û †F̂ Ûψ =
∫
Ψ∗F̂ (t)Ψdτ ;

ii. 海森堡运动方程: F̂ (t) = Û †(t)F̂ Û(t), 其时间导数 ∂
∂t
F̂ (t) =

i
h̄
[Ĥ, F̂ (t)] = i

h
Û †(t)[Ĥ, F̂ ]Û(t);

(c) 相互作用绘景: 体系的状态矢量即波函数和算符随时间演化的结

果;

i. 相互作用的哈密顿量: Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′,其中 Ĥ0 不显含时间, Ĥ ′

描述体系与外界的相互作用;

ii. 相互作用的波函数: Ψ(t) = ei
Ĥ0
h̄
tΨ(t);

iii. 相互作用方程: ih̄ ∂
∂t
Ψ(t) = Ĥ ′(t)Ψ(t),其中 Ĥ ′(t) = ei

Ĥ0
h̄
tĤ ′e−i

Ĥ0
h̄
t =

Û †
0 (t)Ĥ

′Û0(t);

iv. 力学量算符: F̂ (t) = Û †
0 (t)F̂ Û0(t), ddt F̂ (t) =

i
h̄
[Ĥ0, F̂ (t)];

14. 力学量的变换:

(a) 变换是可实现态的条件: 若对态 Ψ进行变换 T̂Ψ,得到的态 T̂Ψ可

实现的条件是:

i. T̂Ψ满足归一化条件
∫
(T̂Ψ)∗T̂Ψdτ = 1,即 T̂ † = T̂−1(T̂ 是幺

正变换);

ii. 变换满足薛定谔方程:变换与哈密顿量对易, ĤT̂ = T̂ Ĥ([Ĥ, T̂ ] =

0);

(b) 守恒量条件: 如果变换 T̂ 是厄米算符 (T̂ † = T̂ ),则 T̂ 是守恒量;

i. 无穷小算子: 如果变换 T̂ 不是厄米算符, 则可以有 T̂ = eiϵĜ,

其中 ϵ为小的实数, Ĝ是厄米算符 (称为变换 T̂ 的无穷小算子);

A. Ĝ也对哈密顿量对易,因此 Ĝ是某种守恒量;

(c) 常见对称性:

i. 动量守恒: 空间平移对称. 动量算符 p̂ = −ih̄∇⃗, 平移算符

D̂(δr⃗) = eδr⃗·
ˆ⃗p
ih̄ ;

ii. 角动量守恒: 空间旋转对称性. 角动量算符 L⃗ = −ih̄r⃗ × ∇⃗ =

r⃗ × p⃗,旋转算符 R⃗(δφ⃗) = e
1
ih̄
δφ⃗·L⃗;
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iii. 能量守恒:时间平移对称性. 能量算符 Ĥ ,时间平移算符 D̂(δt) =

eδt·
Ĥ
ih̄ ;

iv. 宇称守恒: 空间反演对称性. 空间反演运算 r⃗ → −r⃗,宇称算符
P⃗ 2Ψ(r⃗, t) = P⃗Ψ(−r⃗, t) = Ψ(r⃗, t) ;

15. 海尔曼-费曼定理: 设系统的哈密顿量 Ĥ(λ), λ 为某一参量 (如势阱宽

度),则 ∂En

∂λ
=
〈
∂Ĥ
∂λ

〉
n
=
∫
ψ∗
n
∂Ĥ
∂λ
ψndτ ;

16. 束缚态的维里定理: 由 d
dt

< ÂB̂ >=< ÂdB̂
dt

> + < dÂ
dt
B̂ >, 得〈

p⃗2

2m

〉
n
=< T̂ >n=

1
2
< r⃗ · ∇⃗V >n;

17. 动量表象: r̂ = ih̄ ∂
∂p⃗
, Ĥ = p⃗2

2m
+ V

(
ih̄ ∂

∂p⃗

)
;

(a) 能量-时间不确定关系: ∆E∆t ≥ h̄
2
;

18. 埃伦费斯特定理: 动量算符平均值的时间导数等于作用力的平均值,即

md2<x>
dt2

= d<px>
dt

=< −∂V
∂x

>=< Fx >;

(a) 虽然埃伦费斯特定理与经典力学方程很相似,但不能认为 < x >=

x,即与牛顿第二定律不同;

5 表象理论 (作业: 20230430)

1. 希尔伯特空间: 一个量子体系的所有的可能状态构成的空间,是由全部

状态集合构成的线性空间;

(a) 内积: < Ψ|Ψ >=
∫
|Ψ|2dτ <∞;

(b) 施瓦兹不等式: < Ψ1|Ψ2 >
2≤< Ψ1|Ψ1 >< Ψ2|Ψ2 >;

2. 算符的矩阵表示: 设算符 F̂ (x, p̂x) 作用于波函数 Ψ(x, t) 后得到另一

个函数 Φ(x, t), 在坐标表象中记为 Φ(x, t) = F̂ (x,−ih̄ ∂
∂x
)Ψ(x, t), 设

Ψ(x, t) =
∑
m

am(t)um(x)

Φ(x, t) =
∑
m

bm(t)um(x)
,定义Fnm =

∫
u∗m(x)F̂ (x,−ih̄ ∂

∂x
)um(x)dx,

则 bn(t) =
∑
m

Fnmam(t), n = 1, 2, ..., 其中 Fnm 是算符 F̂ 在 Q表象中

的表示;
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(a) 可用矩阵表示:


b1(t)

b2(t)

:̇

 =


F11 F12 ...

F21 F22 :̇

:̇ :̇ ˙ · .




a1(t)

a2(t)

:̇

, 其

中用 F 表示矩阵 Fij ,即 Φ = FΨ;

i. 连续谱的矩阵表示: Fq′q′′ =
∫
u∗q′(x)F̂ (x,−ih̄ ∂

∂x
)uq′′(x)dx,矩

阵元为Fxx′ =
∫
δ(x′′−x)F̂ (x′′,−ih̄ ∂

∂x
)δ(x′′−x′)dx′′ = F̂ (x,−ih̄ ∂

∂x
)δ(x−

x′);

(b) 厄米矩阵: F ∗
nm = Fnm,厄米算符的矩阵都是厄米矩阵;

(c) 自身表象中的矩阵元: 算符 Q̂ 在自身表象中的矩阵元是 Qnm =∫
u∗nQ̂umdτ = Qmδnm,是一个对角矩阵,它的对角元就是本征值;

3. 公式的矩阵表达:

(a) 期望: < F >= Ψ†FΨ;

(b) 本征方程: FΨ = λΨ,即 (F − λI)Ψ = 0;

i. 非零解条件: det |F −λI| = 0,或 det |Fmn−λδmn| = 0,称其为

久期方程;

(c) 薛定谔方程: ih̄ ∂
∂t
Ψ = HΨ;

4. 狄拉克符号: 把态和波函数分开,且让物理量不依赖于表象;

(a) 刃矢: 对波函数 Ψ 表示的量子状态, 以 |Ψ > 表示, 称 | > 为刃矢
(或右矢);

i. 刁矢: 左矢 < | = | >†,波函数 Ψ的复共轭 Ψ∗ 可以用 < Ψ|表
示;

(b) 内积: 左右矢表示不同空间的矢量, 不能进行加法运算, 但可以进

行内积 < Φ|Ψ >= (Φ,Ψ) =
∫
Φ∗Ψdτ ;

i. < ϕ|Ψ >∗=< Ψ|ϕ >= (ϕ,Ψ)∗;

ii. 正交: < ϕ|Ψ >= 0;

iii. 归一性: < Ψ|Ψ >= 1;

5. 态矢量的狄拉克符号表示:设 F̂ 的本征方程 F̂ |n >= fn|n >,< n|n′ >=

δnn′ , 则 |n >构成 F̂ 表象的希尔伯特空间. 态矢量 |Ψ >在基矢 |n >
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上的投影集合 {an} = {< n|Ψ >}, 其中 |n >是希尔伯特空间的基矢

|n >=



:̇

0

1

0

:̇


;

(a) 微观的量子态用抽象的态矢 |Ψ >描述,与表象无关. |Ψ >在某个

表象基矢上的投影就是 |Ψ >在该表象中的波函数;

(b) 本征矢量的完备性条件 (封闭性):
∑
n

|n >< n| = 1, 或混合谱∑
n

|n >< n|+
∫
|q > dq < q| = 1;

6. 算符用狄拉克符号表示: 设算符 F̂ 作用在右矢 |A >上得到右矢 |B >,

即 |B >= F̂ |A >, 利用正交归一化条件 δmn =< m|n >, 得到 <

m|B >=
∑
n

< m|F̂ |n >< n|A >. 其中 < m|F̂ |n > 称为 F̂ 在 Q

表象下的矩阵元;

(a) 坐标表象下的矩阵元: < x′|F̂ |x >= |x′ >< x′|F̂ |x >< x| =

F̂ (x′,−ih̄ ∂
∂x′ )δ(x − x′), 即 < m|F̂ |n >=

∫∫
< m|x′ > dx′ <

x′|F̂ |x > dx < x|n >=
∫
< m|x > F̂ (x,−ih̄ ∂

∂x
)dx < x|n >;

(b) |B >的共轭: < B| =< A|F̂ †,当 F̂ 是厄米算符时 < B| =< A|F̂ ;

7. 常用量子力学公式的狄拉克符号表示: 右矢用于确定态,左矢用于确定

表象;

(a) 算符: F̂ |Ψ >= |Φ >,张量;

(b) 薛定谔方程: ih̄ d
dt
|Ψ >= Ĥ|Ψ >,本征方程;

(c) 定态薛定谔方程: Ĥ|n >= En|n >,本征方程;

(d) 态矢量 (波函数): |Ψ >=
∑
n

|n >< n|Ψ >,矢量;

(e) 内积: < n,Ψ >=
∫
< n|x > dx < x|Ψ >,数量;

(f) 正交: < n|m >= δnm,数量;

8. 投影算符: P̂ = |α >< α|,本征值 λ = 1, 0;;

(a) P̂ 2 = P̂ , P̂ (P̂ − 1) = 0;
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(b) 本征值 λ = 1对应的本征态为 |α >;

(c) 本征值 λ = 0对应的本征态为一切与 |α >正交的态 |Ψ >;

9. 表象变换:

(a) 基矢变换: 设 {|n >} 和 {|α >} 是态空间的两组不同的基矢,

构成两种不同的表象, 分别记为 A 和 B, 则 |α >=
∑
n

|n ><

n|α >=
∑
n

Snα|α >=
∑
n

(S̃)αn|α >(注意两次转置), 它的矩阵表

示为


ϕ1(x)

:̇

ϕn(x)


B

=


S11 ... S1n

:̇ ˙ · . :̇

Sn1 ... Snn




ψ1(x)

:̇

ψn(x)


A

, 称 S =


S11 ... Sn1

:̇ ˙ · . :̇

S1n ... Snn

(注意下标) 为 A 到 B 的表象变换矩阵, 基矢

变换为 ϕB = S̃ϕA, ϕA = S̃−1ϕB ;

i. 表象变换矩阵未必是方阵,因为不同表象的维数可能不同;

ii. S 的厄米共轭矩阵 S†
nα =< α|n >;

iii. S 是幺正矩阵: S† = S−1或 S†S−1 = I ;

(b) 态矢变换: 在 A表象中状态 |Ψ >是 ΨA = ({< n|Ψ >}),在表象
B 中 ΨB = ({< α|Ψ >}),则 < α|Ψ >=

∑
n

(S̃∗)αn < n|Ψ >,对应

的矩阵 ΨB = S†ΨA = S−1ΨA;

(c) 算符变换: 在 A表象中 FA = ({< n|F̂ |m >}),在表象 B 中 FB =

({< α|F̂ |β >}), 则 < α|F̂ |β >=
∑
n

∑
m

S†
αnFnmSmβ , 对应的矩阵

FB = S†FAS;

10. 表象变换是幺正变换,但表象变换未必是厄米变换;

11. 幺正变换的性质:

(a) 在幺正变换下,力学量的算符本征值不变;

(b) 在幺正变换下,矩阵的迹不变;

i. 矩阵迹的交换性: tr(AB) = tr(BA);

ii. trFB = tr(S†FAS) = tr(FASS
†) = trFA;
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(c) 在幺正变换下,态矢量的模方和内积均不变;

(d) 在幺正变换下,力学量算符的期望值都保持不变;

(e) 在幺正变换下,算符的对易关系,算符方程和量子力学公式的形式

不变;

12. 坐标表象:坐标算符 x̂,本征值 x,本征态 |x >,本征方程 x̂|x >= x|x >,

归一完备性条件

< x|x′ >= δ(x′ − x)∫
|x > dx < x| = I

;

(a) 态矢量: |Ψ >=
∫
dx|x >< x|Ψ >=

∫
dx|x > Ψ(x), < Ψ| =

∫
<

Ψ|x > dx < x| =
∫
dxΨ∗(x) < x|;

(b) 算符: 设 |ϕ >= x̂|Ψ >,则 < x′′|ϕ >=< x′′|x̂|Ψ >=
∫
< x′′|x̂|x′ >

dx′ < x′|Ψ >=
∫
x′δ(x′ − x′′)dx′ < x′|Ψ >;

i. 动量算符: < x′′|p̂x|x′ >= h̄
i

∂
∂x′′ δ(x

′′ − x′), 作用在波函数上

< x|p̂x|Ψ >= h̄
i
∂
∂x
Ψ(x);

ii. 动量算符的作用规则: 对本征方程 p̂x|px >= px|px >,本征态
|px >在坐标表象中的波函数 < x|px >= e

i
px
h̄

x

√
2πh̄

,坐标表象中的

动量 < x|p̂x|px >= −ih̄ ∂
∂x

< x|px >,坐标表象中的动量算符
< x|p̂x = −ih̄ ∂

∂x
< x|(厄米共轭后 p̂x|x >= ih̄ ∂

∂x
|x >);

A. 同理:

< px|x̂ = ih̄ ∂
∂px

< px|

x̂|px >= −ih̄ ∂
∂px

|px >
;

(c) 期望: < F >=< Ψ|F̂ |Ψ >;

(d) 力学量矩阵元: Fkn =< k|F̂ |n >;

13. 态矢量在基矢 |n >上的展开: |Ψ >=
∑
n

cn|n >,其中 cn =< n|Ψ >;

(a) 或 < Ψ| =
∑
n

c∗n < n|;

(b) 利用投影算符 P̂n = |n >< n|,则 c∗ncn =< P̂n >;

14. 离散谱归一化条件: 1 =< Ψ|Ψ >=
∑
n

|cn|2;

15. 态矢量内积: 对于 |A >=
∑
n

an|n >,B =
∑
n

bn|n >,< A|B >=∑
n

a∗nbn;
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16. 角动量表象: 选 L̂z 与 L̂2的共同本征态 |lm >为基矢的表象;

(a) 自身表象: < l′m′|L̂z|lm >= mh̄δl′lδm′m, < l′m′|L̂2|lm >= l(l +

1)h̄
2
δl′lδm′m;

(b) 角动量算符: < l′m′|L̂x|lm >=h̄
2

[√
(l +m+ 1)(l −m)δm′,m+1 +

√
(l −m+ 1)(l +m)δm′,m−1

]
δl′l,

< l′m′|L̂x|lm >= ih̄
2

[
−
√
(l +m+ 1)(l −m)δm′,m+1 +

√
(l −m+ 1)(l +m)δm′,m−1

]
δl′l;

i. L̂x的矩阵元总是 0和正实数;

ii. L̂y 的矩阵元总是 0和纯虚数;

(c) 升降阶算符: L̂+ =


0

√
2h̄ 0

0 0
√
2h̄

0 0 0

, L̂− =


0 0 0

√
2h̄ 0 0

0
√
2h̄ 0

;

i. L̂x = 1
2
(L̂+ + L̂−), L̂y = 1

2i
(L̂+ − L̂−);

17. 占有数 (或粒子数)表象: 以 |n >表示 ψn 对应的本征态,即以 |n >为
基矢的表象;

(a) 波色子对易关系: [â, â†] = 1;

(b) 产生算符 (â†)和湮灭算符 (â): 产生湮灭算符满足波色子对易关系,

[â, â†] = 1;

i. 定义: [â, â] = [â†, â†] = 0;

ii. â|n >=
√
n|n− 1 >, â†|n >=

√
n+ 1|n+ 1 >, â|0 >= 0;

(c) 粒子数算符: N = â†â, N̂ |n >= n|n >;

i. 粒子数递推表达式: |n >= (a†)n√
n!

|0 >;

ii. 电子考虑自旋的量子数: N̂ = â†↑â↑ + â†↓â↓;

(d) [â, (â†)n] = n(â†)n−1或 â(â†)n = (â†)nâ+ n(â†)n−1;

i. 推广: [â, f(â†)] = ∂f(â†)
∂â†

;

(e) 占有数表象的性质:

i. 占有数表象的基矢是归一的: < m|n >= δmn;

ii. 占有数表象的基矢是完备的,
∞∑
n=0

|n >< n| = I ;

iii. Fock空间: 通常将这组基矢张成的空间称为 Fock空间;

(f) 占有数表象的矩阵表示: 由 < n|n >=< n − 1|n − 1 >,有 n =<

n|â†â|n >;
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i. 湮灭算符的矩阵元: < n−1|â|n >=
√
n, â =


0 1 0 0

0 0
√
2 0

0 0 0 ˙ · .
0 0 0 0

;

ii. 产生算符的矩阵元: < n+1|â†|n >=
√
n+ 1, â† =


0 0 0 0

1 0 0 0

0
√
2 0 0

0 0 ˙ · . 0

;

iii. 粒子数矩阵: N =


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 ˙ · .

;

iv. 哈密顿量: Ĥ = h̄ω


1
2

0 0 0

0 3
2

0 0

0 0 5
2

0

0 0 0 ˙ · .

;

(g) 占有数表象下的坐标算符: |x >=
(
mω
πh̄

) 1
4 e−

mω
2h̄
x2+

√
2mω
h̄

xâ†− 1
2 (â

†)2 |0 >;

(h) 占有数表象下的动量算符: |p >=
(

1
πh̄mω

) 1
4 e−

p2

2mh̄ω
+i
√

2
mh̄ω

pâ†+ 1
2 (â

†)2 |0 >;

(i) 占有数表象下的波函数: ψn(x) =
(
mω
πh̄

) 1
4 e−

mω
2h̄
x2

< 0|e
√

2mω
h̄

xâ− 1
2 â

2

|0 >;

18. 相干态:在Fock空间中,相干态定义为 |z >= ezâ
†−z∗â|0 >= e−

1
2 |z|

2

ezâ
† |0 >,

其中 z = α+ iβ 为任意复常数;

(a) 相干态是湮灭算符 â的本征态;

(b) 可以利用粒子数本征态 |n >表示相干态 |z >: |z >= e−
1
2 |z|

2
∞∑
n=0

zn√
n!
|n >;

(c) 相干态 |z > 随时间的演化为: |z(t) >= e−i
Ĥt
h̄ |z >, 其中 Ĥ =

(â†â+ 1
2
)h̄ω是谐振子的哈密顿量;

(d) 相干态中的能量平均值: < z(t)|Ĥ|z(t) >= 1
2
mω2x20 +

1
2
h̄ω;

(e) 相干态具有最小的不确定性: ∆x∆p = h̄
2
;

(f) 因为

â = 1√
2mh̄ω

(mωx̂+ ip̂)

â|z >= z|z >
,所以 z = 1√

2mh̄ω
(mω < z|x̂|z >

+i < z|p̂|z >). 即相干态的本征值为 < x̂ >和 < p̂ >的线性叠加;
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(g) 相干态的波函数: < x|z >= Ne−
mω
2h̄
x2+

√
2mω
h̄

zx, 其中归一化系数

N =
(
mω
πh̄

) 1
4 e−

1
2 (z

2+|z|2);

(h) 不同相干态之间的内积: < z1|z2 >= e−
1
2 (|z1|

2+|z2|2−2z∗1z2);

19. 相干态表象: 相干态全体 z是完备的,完备性条件
∫
d2z
π
|z >< z| = I ,其

中 z = α+ iβ, d2z = dαdβ;

(a) 任何物理态均可用相干态的全体来展开;

6 中心力场 (作业: 20230514)

1. 球坐标下的角动量平方算符: L̂2 = −h̄2
[

1
sin θ

∂
∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+ 1

sin2 θ
∂2

∂φ2

]
;

(a) 拉普拉斯算符: ∇2 = − 1
r2

∂
∂r

(
r2 ∂

∂r

)
− L̂2

h̄2r2
;

2. 球坐标下粒子在中心力场运动的哈密顿算符: Ĥ = − h̄2

2mr
∂
∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

L̂2

2mr2
+ V (r);

(a) 对易关系: [ ˆ⃗L, L̂2] = 0, [Ĥ,
ˆ⃗
L] = 0, [Ĥ, L̂2] = 0;

(b) 中心力场中运动的粒子角动量守恒;

3. 中心力场中粒子的定态薛定谔方程:
[
− h̄2

2mr
∂
∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+ L̂2

2mr2
+ V (r)

]
ψ(r⃗) =

Eψ(r⃗);

(a) 分离变量: ψ(r, θ, φ) = R(r)Ylm(θ, φ);

(b) 径向方程:
[
− h̄2

2mr2
∂
∂r
(r2 ∂

∂r
) + l(l+1)h̄2

2mr2
+ V (r)

]
R(r) = ER(r), 设

u = rR 得约化的径向方程 − h̄2

2m
d2u
dr2

+
[
V (r) + h̄2

2m
l(l+1)
r2

]
u(r) =

Eu(r);

i. 有效势: Veff = V (r) + h̄2

2m
l(l+1)
r2

;

(c) 归一化条件:
∫∞
0

|R|2r2dr = 1;

(d) 波函数: ψnlm(r⃗) = Rnl(r)Ylm(θ, φ);

4. 库仑力场中的电子: 设原子核的电荷为 +Ze, Z 是原子序数;

(a) 类氢原子的哈密顿算符: Ĥ = − h̄2

2me
∇2 − Ze2s

r
,在国际单位制 es =

e√
4πε0

, es = e;
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(b) 电子的径向方程: d
2u
dr2

+
[
2me

h̄2

(
E + Ze2s

r

)
− l(l+1)

r2

]
u(r) = 0;

i. 设 α =
(

8me|E|
h̄2

) 1
2

, β = Ze2s
h̄

(
me

2|E|

) 1
2

, ρ = αr,方程变为 d2u
dρ2

+[
β
ρ
− 1

4
− l(l+1)

ρ2

]
u = 0;

A. 渐进解: u(ρ) = e−
ρ
2 ρl+1f(ρ);

ii. 合流超几何方程:ρd
2f
dρ2

+ (2l + 2− ρ) df
dρ

− (l + 1− β)f = 0;

A. 一般形式: ρd
2F
dρ2

+ (b− ρ)dF
dρ

− aF = 0, b /∈ Z− ∪ {0},解为

F (ρ) =
∞∑
v=0

cvρ
v, c0 = 1, cv+1 = a+v

(b+v)(v+1)
cv =

(a+v)!
(a−1)!

(b+v)!
(b−1)!

(v+1)!
,

即 F (a, b, ρ) = 1 + a
b
ρ+ a(a+1)ρ2

b(b+1)2!
+ ...;

iii. 径向波函数: u(ρ) = e−
ρ
2 ρl+1F (l + 1− β, 2l + 2, ρ);

A. 截断条件: a = l + 1 − β = −nr , 即主量子数 n = β =

l + 1 + nr ;

B. 能量: En = −meZ
2e4s

2n2h̄2 , n ∈ Z∗,引入波尔半径 a0 = h̄2

mee2s
,则

En = E1

n2 ;

C. 能级简并度: dn =
n−1∑
l=0

(2l + 1) = n2;

iv. 归一化因子: Nnl =
2

(2l+1)1

√
(n+1)!Z3

(n−l−1)!a30
;

v. 基态波函数: ψ100 = R10Y00 =
√

Z3

πa30
e−

Zr
a0 ;

(c) 前几个定态波函数:

i. R10 = 2
(
Z
a0

) 3
2

e−
Zr
a0 ;

ii. R20 =
1√
2

(
Z
a0

) 3
2
(
1− Zr

2a0

)
e−

Zr
2a0 ;

iii. R21 =
1√
24

(
Z
a0

) 3
2 Zr
a0
e−

Zr
2a0 ;

5. 氢原子:

(a) 体系的哈密顿量: 考虑原子核运动时,核和电子组成体系的哈密顿

算符为 Ĥ = h̄2

2mp
∇⃗p

2
− h̄2

2me
∇⃗e

2
− e2s

|r⃗e−r⃗p| ,其中 mp 是原子核的质

量,me是电子的质量, r⃗p是核的坐标, r⃗e是电子的坐标;

(b) 体系的薛定谔方程: ih̄∂ψ(r⃗p,r⃗e,t)
∂t

= Ĥψ(r⃗p, r⃗e, t)可展开为 ih̄∂ψ(r⃗p,r⃗e,t)
∂t

=[
− h̄2

2M
∇⃗2
R − h̄2

2µ
∇⃗2
r −

e2s
r⃗

]
ψ(r⃗p, r⃗e, t);

i. 质心坐标: R⃗ = mpr⃗p+mer⃗e
M

,其中M = me +mp;
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ii. 相对坐标: r⃗ = r⃗e − r⃗p;

iii. 约化质量: µ = mpme

mp+me
;

(c) 求解方法:设ψ(R⃗, r⃗, t) = χ(t)ϕ(R⃗)w(r⃗),则方程变为 ih̄
χ
dχ
dt

= − h̄2

2Mϕ
∇⃗2
Rϕ−

h̄2

2µw
∇⃗2
rw−

e2s
r⃗
. 分离变量到常数Et得到

ih̄
dχ
dt

= Etχ

− h̄2

2Mϕ
∇⃗2
Rϕ− h̄2

2µw
∇⃗2
rw − e2s

r⃗
= Et

,

进一步分离相对坐标 (两项)到常数E得到


ih̄dχ(t)

dt
= Etχ(t)

− h̄2

2M
∇⃗2
Rϕ(R⃗) = (Et − E)ϕ(R⃗)(

− h̄2

2µ
∇⃗2
r −

e2s
r⃗

)
w(r⃗) = Ew(r⃗)

;

(d) 氢原子能级: En = − µe4s
2h̄2n2 , n ∈ N+,可由库仑力场中的电子能级令

Z = 1得到;

i. 氢原子的电离能: E∞ − E1 = −E1 =
mee

4
s

2h̄
≈ −13.597eV ;

ii. 氢原子的辐射光频率: ν = En−En′
2πh̄c

= RH
(

1
n′2 − 1

n2

)
,其中氢的

Rydberg常数 RH = mee
4
s

4πh̄3c
;

7 微扰与变分法 (作业: 20230522)

1. 非简并的微扰方法: 若体系的哈密顿算符 Ĥ 不显含时间,且可以分为两

部分 Ĥ = Ĥ(0) + Ĥ(1). 其中 Ĥ(0) 的本征值 E
(0)
n 和归一化本征矢 ψ

(0)
n

可以严格求出,而另一部分 Ĥ(1) 足够小 (
∣∣∣ H′

mn

E
(0)
n −E(0)

m

∣∣∣
m ̸=n

<< 1),则可将

Ĥ(1) = λĤ ′看作叠加在 Ĥ(0)上的微扰;

(a) 处理方法: 将 En 和 ψn 按照 λ展开:


En =

∞∑
i=0

λiE
(i)
n

ψn =
∞∑
i=0

λiψ
(i)
n

, 并带入

定态方程 (Ĥ(0) + λĤ ′)
∞∑
i=0

λiψ
(i)
n =

∞∑
i=0

λiE
(i)
n ·

∞∑
j=0

λjψ
(j)
n ;

(b) 由待定系数法并取λ = 1可得到:



(Ĥ(0) − E
(0)
n )ψ

(0)
n = 0

(Ĥ(0) − E
(0)
n )ψ

(1)
n = −(Ĥ ′ − E

(1)
n )ψ

(0)
n

(Ĥ(0) − E
(0)
n )ψ

(2)
n = −(Ĥ ′ − E

(1)
n )ψ

(1)
n + E

(2)
n ψ

(0)
n

...

;
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(c) 能级的修正:



E
(0)
n

E
(1)
n =< ψ

(0)
n |Ĥ ′|ψ(0)

n >=
∫
ψ

(0)∗
n Ĥ ′ψ

(0)
n dτ

E
(2)
n =

∑
m ̸=n

|Ĥ′
mn|

2

(E
(0)
n −E(0)

m )

...

;

(d) 波函数的修正:


ψ

(0)
n

ψ
(1)
n =

∑
m ̸=n

<ψ(0)
m |Ĥ′|ψ(0)

n >

(E
(0)
n −E(0)

m )
ψ

(0)
m

...

;

2. 简并微扰方法: 若体系的第 l 个能级 E
(0)
l 是简并的, 且简并度为 fl, 则

零级定态方程 Ĥ(0)ϕ
(0)
lk = E

(0)
l ϕ

(0)
lk , k = 1, 2, ..., fl;

(a) 处理方法: 正确的零级近似波函数必须满足零级修正方程,其解的

一般形式是 ψ
(0)
l =

fl∑
k=1

ϕ
(0)
lk a

(0)
lk ;

(b) 一级修正方程:由 (Ĥ(0)+λĤ ′)(ψ
(0)
l +λψ

(1)
l ) = (E

(0)
l +λE

(1)
l )(ψ

(0)
l +

λψ
(1)
l )得到

λ0 : Ĥ(0)ψ
(0)
l = E

(0)
l ψ

(0)
l

λ1 : (Ĥ(0)ψ
(1)
l + Ĥ ′ψ

(0)
l ) = (E

(0)
l ψ

(1)
l + E

(1)
l ψ

(0)
l )

,系

统的一级近似波函数 ψ
(1)
l =

fl∑
k=1

ψ
(0)
lk a

(1)
lk +

∑
l′ ̸=l

ϕ
(0)
l′ a

(1)
l′l ;

(c) 能级的一级修正: E(1)
ln 可以通过久期方程

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
H ′

11 − E
(1)
l H ′

12 ... H ′
1fl

H ′
21 H ′

22 − E
(1)
l ... H ′

2fl

:̇ :̇ ˙ · . :̇

H ′
fl1

H ′
fl2

... H ′
flfl

− E
(1)
l

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

0求解,其中 H ′
ij =

∫
ϕ∗
liĤ

′ϕljdτ ;

(d) 波函数的零级修正:由
fl∑
k=1

[
< ϕ

(0)
lm |Ĥ ′|ϕ(0)

lk > −E(1)
l δmk

]
a
(0)
lk = 0,m =

1, 2, ..., fl 可以求得 ψ
(1)
ln =

fl∑
k=1

ϕ
(0)
lk a

n(0)
lk ;

3. 设 Â是厄米算符,它与 Ĥ(0) 与 Ĥ ′ 都对易 (注意: 微扰法中 Ĥ(0) 与 Ĥ ′

不可能对易), 如果 Ĥ(0) 的简并本征函数 ϕ
(0)
a 和 ϕ

(0)
b 同样也是 Â的具

有不同本征值的本征函数, Âϕ(0)
a = a1ϕ

(0)
a , Âϕ

(0)
b = a2ϕ

(0)
b ,则 H ′

ab = 0.

此时 ϕ
(0)
a 和 ϕ

(0)
b 可以用非简并微扰理论;
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4. Stack效应: 氢原子在外电场的作用下产生的谱线分裂现象;

5. 变分原理: Ĥ 的平均值取变分极值 (δE = 0)⇔ψ为 Ĥ 的本征函数;

6. 变分法求基态能量的步骤:

(a) 选取含有参变量 λ的尝试波函数 ϕ(λ);

(b) 计算平均能量 E(λ) =< ϕ(λ)|Ĥ|ϕ(λ) >;

(c) 取极值 dE(λ)
dλ

= 0,求得 λ0;

(d) 基态能量 E0近似为 E(λ0),基态波函数 ϕ0近似为 ϕ(λ0);

7. 含时微扰: 将体系哈密顿算符分解为 Ĥ(t) = Ĥ(0) + Ĥ ′(t), 其中 Ĥ(0)

与时间无关, 微扰 Ĥ ′(t) 足够小. 利用方程 ih̄∂ψ
∂t

= Ĥ(t)ψ 和波函数

Φn = ϕne
−i εnt

h̄ 的展开 ψ(r⃗, t) =
∑
n

cn(t)Φn. 其中 εnϕn = Ĥ(0)ϕn求解;

8 自旋与全同性原理 (作业: 20230528)

1. 自旋: 粒子的一个内禀自由度;

(a) 电子的自旋: sz = ±h̄
2
;

2. 波色子与费米子: 自旋为整数的粒子称为波色子,半整数为费米子;

(a) 波色子可以处于同一状态,费米子则遵从泡利不相容原理;

3. 电子的波函数:有两个自旋方向,表示为Ψ =

(
Ψ1

Ψ2

)
(或记为Ψ(x, y, z, sz) =

Ψ(x, y, z)χ(sz)),归一化条件
∫
(|Ψ1|2 + |Ψ2|2)dτ ;

4. 自旋算符: Ŝ2 = Ŝ2
x + Ŝ2

y + Ŝ2
z = 3 × h̄2

4
, Ŝz = h̄

2

(
1 0

0 −1

)
, Ŝx =

h̄
2

(
0 1

1 0

)
, Ŝy = h̄

2

(
0 −i
i 0

)
;

(a) 自旋算符的对易关系: 自旋算符满足对易关系 [Ŝx, Ŝy] = ih̄Ŝz(其

他方向同理),也满足反对易关系 {Ŝx, Ŝy} = ŜxŜy + ŜyŜx = 0(其

他方向同理);
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(b) 自旋算符的本征态: Ŝ2 和 Ŝz 分别记为 | ↑>= | 1
2
, 1
2
> 和 | ↓>=

| 1
2
,− 1

2
>;

(c) 自旋翻转算子: Ŝ± = Ŝx±iŜy ,其作用

Ŝ+|s, sz >=
√
s(s+ 1)− sz(sz + 1)h̄|s, sz + 1 >

Ŝ−|s, sz >=
√
s(s+ 1)− sz(sz − 1)h̄|s, sz − 1 >

;

5. 泡利矩阵: S⃗ = (Ŝx, Ŝy, Ŝz) =
h̄
2
σ⃗,仿照升降阶算符


σ̂+ = 1

2
(σ̂x + iσ̂y) =

 0 1

0 0


σ̂− = 1

2
(σ̂x − iσ̂y) =

 0 0

1 0

 ;

6. 角动量叠加:

(a) 无耦合表象: 两个要叠加的自旋角动量完备集 {Ĵ2
1 , Ĵ1z, Ĵ

2
2 , Ĵ2z};

i. 本征值与本征矢: Ĵ2
1 |j1,m1 >= j1(j1+1)h̄

2|j1,m1 >, Ĵ1z|j1,m1 >=

m1h̄|j1,m1 >;

ii. 自旋量子数: jmax = j1 + j2,由基矢数目 (2j1 + 1)(2j2 + 1) =
jmax∑
jmin

(2j + 1)= (2jmax+1)+(2jmin+1)
2

(jmax − jmin + 1)= jmax(2 +

jmax)− (j2min − 1)得 jmin = |j1 − j2|;

(b) 有耦合表象: 引入总自旋角动量的完备集 {Ĵ2,
ˆ⃗
Jz, Ĵ

2
1 , Ĵ

2
2}(其中

Ĵ2 = (
ˆ⃗
J1 +

ˆ⃗
J2)

2 = Ĵ2
1 + Ĵ2

2 + 2
ˆ⃗
1J · ˆ⃗

2J );

i. 本征值: Ĵ2|j,m, j1, j2 >= j(j+1)h̄
2|j,m, j1, j2 >, Ĵz|j,m, j1, j2 >=

mh̄|j,m, j1, j2 >, Ĵ2
1 |j,m, j1, j2 >= j1(j1 + 1)h̄

2|j,m, j1, j2 >;

ii. 本征矢: |j,m, j1, j2 >=
∑
m1

∑
m2

|j1,m1, j2,m2 >< j1,m1, j2,m2|j,m, j1, j2 >,

其中 < j1,m1, j2,m2|j,m, j1, j2 >被称为克莱布希-高登 (CG)

系数 (矢量耦合系数),另外m1,m2不独立有m1 = m−m2;

iii. 磁量子数: m = m1 +m2;

iv. 自旋量子数可能的取值: j1 + j2, j1 + j2 − 1, ..., |j1 − j2|;

7. 自旋-自旋耦合: 设自旋 S⃗1, S⃗2是两个电子的自旋,它们耦合的总角动量

S⃗ = S⃗1+ S⃗2, Ŝα = Ŝ1α+ Ŝ2α,且
ˆ⃗
S× ˆ⃗

S = ih̄
ˆ⃗
S, [S⃗2, S⃗α] = 0, α ∈ {x, y, z};

(a) 对电子而言 j1 = j2 = 1
2
,耦合表象表示为 |j,m >,无耦合表象表

示为 |m1,m2 >;
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8. 自旋-轨道耦合: 设电子的总角动量为 J⃗ , 自旋角动量为 S⃗, 轨道角动量

为 L⃗,则 J⃗ = S⃗ + L⃗, Ĵ2 = L̂2 + Ŝ2 + h̄ˆ⃗σ · ˆ⃗L;

(a) 对电子而言 Ŝ2 = 3
4
h̄
2,则耦合力学量完全集表示为 {Ĵ2, Ĵz, L̂

2};

9. 塞曼效应: 原子被置于均匀外磁场 B⃗e中时,能级分裂的现象;

10. 全同粒子: 固有性质完全相同的微观粒子,如所有的电子;

(a) 可区分的全同粒子: 两个粒子的波函数在空间完全不重叠;

11. 全同性原理: 在全同粒子组成的体系中,两个全同粒子的相互代换不引

起物理状态的改变;

12. 费米子: 自旋为半奇数,体系波函数是交换反对称的;

(a) 泡利不相容原理: 同一体系中的两个全同费米子不能处于同样的

状态;

13. 波色子: 自旋为零或正整数,体系波函数是交换对称的;

14. 朗道能级: 电子在匀强磁场中运动时所处的能级;


