
1

一维问题 (作业: 20230324)

1. 高斯积分:
∫
e−x

2

dx =
√
π;

2. 厄米共轭: 算符 Â的厄米共轭算符 Â†定义为
∫
(Â†f)∗gdx =

∫
f∗Âgdx;

3. 厄米多项式:

(a) 厄米多项式可由母函数 e−ξ
2

生成, Hn(ξ) = (−1)neξ
2 dn

dξn
e−ξ

2

=

[n2 ]∑
k=0

(−1)kn!
k!(−2k)!

(2ξ)n−2k;

(b) 在力学量期望值时, 有以下递推公式: dHn

dξ
= 2nHn−1, Hn+1 −

2ξHn + 2nHn−1 = 0;

(c) 厄米多项式最高幂次为 n,最高幂次项的系数为 2n;

(d) 厄米多项式的正交归一性:
∫∞
−∞ e−ξ

2

Hm(ξ)Hn(ξ)dξ =

0 m ̸= n

2nn!
√
π m = n

;

4. 产生湮灭算符: â± = 1√
2h̄mω

(∓ip̂ +mωx̂),产生湮灭算符是一对厄米共

轭算符;

(a) 产生湮灭算符的作用: â+ψn =
√
n+ 1ψn+1, â−ψn =

√
nψn−1;

(b) 粒子数算符: n̂ = â+â−, h̄ω(â±â∓ ± 1
2
)ψn = Enψn = (n+1)h̄ωψn;

5. 对易式: [Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â;

(a) 正则对易关系: [â−, â+] = 1;

(b) 如果波函数 ψ能满足能量为 E 的薛定谔方程,则 â+ψ满足能量为

E + h̄ω的薛定谔方程 (E + h̄ω)(â+ψ);

(c) 测不准关系: [x̂, p̂] = ih̄;

6. 一维谐振子:势函数V (x) = 1
2
ω2x2,波函数ψn(ξ) =

√
α√
π2nn!

e−
ξ2

2 Hn(ξ),

ξ =
√

mω
h̄
x = αx;

(a) 谐振子哈密顿量的二次量子化形式: Ĥ = h̄ω(â−â+− 1
2
) = h̄ω(â+â−+

1
2
);

(b) 最低能量 â−ψ0 = 0: ψ0(x) =
(
mω
πh̄

) 1
4 e−

mω
2h̄
x2

;
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i. 谐振子零点能: E0 = 1
2
h̄ω, 是量子力学中所特有的纯量子现

象;

(c) 激发过程: ψn(x) = An(â
†)nψ0(x), En = (n+ 1

2
)h̄ω;

i. 谐振子能级差: 1
2
h̄ω;

7. 半谐振子:势函数V (x) =

∞ x < 0

1
2
mω2x2 x > 0

,波函数ψn(ξ) =

0 x < 0√
α√

π22n(2n+1)!
e−

ξ2

2 H2n+1(ξ) x > 0
,

基态能量及能级差 3
2
h̄ω;

8. 三维谐振子: 哈密顿算符 Ĥ = − h̄2

2m
∇⃗2 + 1

2
mω2|r⃗|2;

(a) 如果哈密顿量可以写为 Ĥx+Ĥy+Ĥz ,则ψ(x, y, z) = ψ(x)ψ(y)ψ(z),

E = Ex + Ey + Ez ;

9. δ函数与傅立叶变换的关系: δ(x) =
∫∞
−∞ eikxdx;

10. 自由粒子: 定态薛定谔方程 − h̄2

2m
d2ψ
dx2 = Eψ, 自由粒子的波函数不是平

面波,而是多个平面波的叠加;

(a) 误解: 设 k =
√
2mE
h̄

,解得本征函数 ψ(x) = Aeikx+Be−ikx. 加入时

间指数因子得到定态波函数ψk(x, t) = Aeik(x−
h̄k
2m t)+Be−ik(x+

h̄k
2m t);

i. 这个波函数不可归一化,即单个平面波不是自由微观粒子的真

实状态,在量子力学中不存在一个自由粒子具有确定能量或动

量的事实;

(b) 自由粒子的归一化条件: δ(k − k′) =
∫∞
−∞ ψ∗

k′ψkdx;

(c) 自由粒子含时薛定谔方程的通解可以分解为定态的叠加: ψ(x, t) =
1√
2π

∫∞
−∞ c(k)ei(kx−

Ekt

h̄
)dk. 为了避免波包弥散到全空间,因此 k 的

范围有限;

i. 若假设 k 只在 k0 附近非零,对色散关系 (ω 对 k 的关系)展开

到一次项 ω(k) ≈ ω0 + ω′
0(k − k0), 对积分变换 s = k − k0,

在 t = 0 时可消去不确定项得到 ψ(x, 0) = 1√
2π

∫∞
−∞ c(s +

k0)e
i(s+k0)xds;

ii. 对比 t ̸= 0的情况,得到 ψ(x, t) ≈ ei(−ω0+koω
′
0)tψ(x− ω′

0t, 0);

(d) 自由粒子波包的群速度: 由 ω = Ek

h̄
= h̄k2

2m
, 群速度就是经典速度

v = dω
dk

= h̄k
m

,相速度 v = ω
k
= h̄k

2m
;
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i. 群速度是相速度的一半,自由粒子的经典速度是自由粒子波包

的群速度;

(e) 真实的归一化因子: c(k) =
∫∞
−∞

e−ikx
√
2π
ψ(x, 0)dx;

11. 周期场: 周期场的特征 V (x+ na) = V (x), n = 1, 2, ..., n,定态薛定谔方

程 d2ψ(x)
dx2 + 2m

h̄2 (E − V (x))ψ(x) = 0;

(a) 对薛定谔方程进行变换 x → x + a, 得到 d2ψ(x+a)
dx2 + 2m

h̄2 (E −
V (x))ψ(x+ a) = 0,则 ψ(x)和 ψ(x+ a)都是对应能量 E 的解;

(b) Floquet定理: 在周期势场中,给定能量 E,则薛定谔方程存在这样

的解满足 ψ(x+ a) = λψ(x), λ为常数. 即波函数具有准周期性;

i. 由波函数的标准条件, |λ| = 1, λ = eiKa,K ∈ R, a为晶格常数

(限制 Bloch波数K 在第一布里渊区 −π ≤ Ka ≤ π);

ii. 一维系统的简并度为 2,则 ui(x+ a) =
2∑
ij

cjiuj(x);

(c) Bloch定理:周期场中粒子的本征函数总可以表示为ψ(x) = e−iKxϕk(x).

其中 ϕk(x)是周期函数,周期与周期场相同 ϕk(x + a) = ϕk(x), K

是 Bloch常数 (为实常数);

12. 狄拉克梳: 势场 V (x) = α
N−1∑
j=0

δ(x− ja),能谱方程 cos(Kx) = cos(ka)+

mα
h̄2k

sin(ka);

(a) 对于宏观物体,可以采用周期性边界条件 ψ(x+Na) = ψ(x),其中

N ≈ 1023为阿伏加德罗常数;


